
《信息论基础》 南京信息工程大学 电子与信息工程学院 吉小鹏 003163@nuist.edu.cn  南京信息工程大学 电子与信息工程学院 2020年9月

吉小鹏
E-mail: 003163@nuist.edu.cn

南京信息工程大学 电子与信息工程学院 尚贤楼209

第5章 纠错编码

《信息论基础》



《信息论基础》 南京信息工程大学 电子与信息工程学院 吉小鹏 003163@nuist.edu.cn  

• 信源编码

– 提高数字信号有效性

• 将信源的模拟信号转变为数字信号

• 降低数码率，压缩传输频带(数据压缩)

• 信道编码

– 提高数字通信可靠性

• 数字信号在信道的传输过程中，由于实际信道的传输特性不理想

以及存在加性噪声，在接收端往往会产生误码。

• 编码
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信道编码器在通信系统中的位置
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• 作用 提高信息传输时的抗干扰能力

• 目的 增加信息传输的可靠性

• 手段 增加信息冗余度

• 名称 信道码、数据传输码、差错控制码
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提纲

5.1 纠错编码的基本概念

5.2 线性分组码

5.3 循环码
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 差错率的定义

• 差错率是衡量传输质量的重要指标之一，它有几种不同的定义。

• 码元差错率/符号差错率

– 指在传输的码元总数中发生差错的码元数所占的比例(平均值)，简称

误码率。

– 是指信号差错概率

• 比特差错率 /比特误码率：

– 在传输的比特总数中发生差错的比特数所占比例。

– 是指信息差错概率

• 对二进制传输系统，符号差错等效于比特差错；对多进制系统，一个符

号差错对应多少比特差错却难以确定。
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 差错率的定义

• 根据不同的应用场合对差错率有不同的要求:

– 在电报传送时，允许的比特差错率约为:

10－4～10－5；

– 计算机数据传输，一般要求比特差错率小于:

10－8～10－9；

– 在遥控指令和武器系统的指令系统中，要求有更小的误比特率或

码组差错率。
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 差错图样

• 为定量地描述信号的差错，定义差错图样E

• E=C－R      (模M )

• 最常用的二进制码可当作特例来研究，其差错图样等于收码与发码

的模2加，即

• E = C⊕R 或 C = R⊕E

• 设发送的码字C 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

接收的码字R 1 0 0 1 0 0 1 1 1 1

差错的图样E 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 

• 差错图样中的“1”既是符号差错也是比特差错，差错的个数叫汉明

距离。

0:传输中无错

1:传输中有错
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 差错图样

• 随机差错：

– 差错是相互独立的,不相关

– 存在这种差错的信道是无记忆信道或随机信道

• 突发差错：

– 指成串出现的错误,错误与错误间有相关性,一个差错往往要影

响到后面一串字

• E: 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

突发长度= 4 突发长度= 6
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1 前向纠错方式

2 反馈重传方式

纠错编码 编码信道 纠错译码
消息m m消息码字c 接收向

量r

FEC方式差错控制系统模型

检错编码 编码信道 检错译码
m c mc r

ARQ方式差错控制系统

5.1 纠错编码的基本概念

◼ 差错控制系统
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3 混合纠错方式

HEC方式差错控制系统

纠错编码 编码信道 纠错译码
m c mc r

可纠错？
是

否

5.1 纠错编码的基本概念

◼ 差错控制系统
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 纠错码的分类

• 从功能角度讲，差错码分为检错码和纠错码

– 检错码：用于发现差错

– 纠错码：能自动纠正差错

• 纠错码与检错码在理论上没有本质区别，只是应用场合不同，而

侧重的性能参数也不同。

• 按照适用的差错类型，分成:

– 纠随机差错码：用于随机差错信道，其纠错能力用码组内允许

的独立差错的个数来衡量。

– 纠突发差错码：针对突发差错而设计，其纠错能力主要用可纠

突发差错的最大长度来衡量。
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 纠错码的分类

• 按照对信息序列的处理方法，有分组码和卷积码

• 分组码：

– 将k个信息码元分成一组，由这k个码元按照一定规则产生r个监督

(校验)码元，组成长度n = k + r的码字，记为(n, k)码。

• 卷积码：

– 先将信息序列分组(k0)，不同的是编解码运算不仅与本组信息有关

，而且还与前面若干组(L)有关，记为(n, k0, L)码。

k k

010 101 010 001 110 010xxxx 101xxxx  010xxxx

r

n

r
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 纠错码的分类

• 按照码元与原始信息位的关系，分为

– 线性码：所有码元(校验元)均是原始信息元的线性组合，编码

器不带反馈回路。

– 非线性码：码元(校验元)并不都是信息元的线性组合，可能还

与前面已编的码元有关，编码器可能含反馈回路。

• 由于非线性码的分析比较困难，早期实用的纠错码多为线性码，

但当今发现的很多好码恰恰是非线性码。
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 纠错编译码原理

信道编码的对象：信源编码器输出的数字序列（信息序列） M。

通常是0、1符号构成的序列。

信道编码：

数字序列M

（无规律性）

增加的

多余码元

数字序列X

（有规律性）
＋

对于无噪无损信道只要对信源进行适当的编码，总能以信道容量

无差错的传递信息。但是一般信道总会存在噪声和干扰，那么在有噪

信道中进行无错传输可以达到的最大信息传输率是多少呢？
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 纠错编译码原理

（1）错误概率和译码规则

在有噪信道中传输消息是会发生错误的。错误概率与信道统计特性

有关。信道的统计特性可由信道的转移矩阵来描述。

0

1

0

1

1/3

1/3

2/3

2/3

例：有一个BSC信道，如图所示。

译码规则：

① 若收到“0”译作“0”，收到“1”译

作“1”，则平均错误概率为：

(0) (1) 2
(0) (1)

3
E e eP P P P P= + =

② 若收到“0”译作“1”，收到“1”译作“0”，则平均错误概率为1/3，可

见错误概率与译码准则有关。 错误概率既与信道的统计特性有关，

又与译码的规则有关。
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 纠错编译码原理

（1）错误概率和译码规则

译码规则 设离散单符号信道的输入符号集为

输出符号集 。若对每一

个输出符号 都有一个确定的函数 使 对应于惟一的

一个输入符号 ，则这样的函数称为译码规则，记为

ij abF =)( ri ，，， 21=

sj ，，， 21=

{ },= iA a

{ }, 1 2iB b j= = ，， ，s1 2i r= ，， ，

jb
jb

ia

( )jF b

定义译码准则：
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 纠错编译码原理

（1）错误概率和译码规则

例

 

1 2 3

1

2

3

0.5 0.3 0.2

0.2 0.3 0.5

0.3 0.3 0.4

b b b

a

a

a

P
 

=  
 
  

1 1

2 2

3 3

( )

( )

( )

F b a

A F b a

F b a

=

=

=

：
1 1

2 3

3 2

( )

( )

( )

F b a

B F b a

F b a

=

=

=

：

可以设计译码准则：

译码规则的选择应该有一个依据，一个自然的依据就是使平均错

误概率最小。
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 纠错编译码原理

（1）错误概率和译码规则

有了译码规则以后，收到 的情况下，译码的条件正确概率为：

( ( ) | ) ( | )j j i jP F b b P a b=

而错误译码的概率为收到 后，推测发出除了 之外其它符号的概率：jb ia

( | ) 1 ( | )j i jP e b P a b= −

可以得到平均错误译码概率为：

1 1

( ) ( | ) ( )(1 ( | ))
m s

E j j j i j

j j

P p b P e b p b P a b
= =

= = − 

它表示经过译码后平均接收到一个符号所产生错误的大小，也称

平均错误概率。
如何设计译码规则 最小？( ) ,=j i EF b a P使

jb
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 纠错编译码原理

（1）错误概率和译码规则

由前边的讨论可以看出，为使 最小，就应选择

为最大，即选择译码函数 并使之满足条件：( ( ) | )j jP F b b

( | )jP e b

*( )jF b a=

* *( | ) ( | )j i j iP a b P a b a a 

也就是说，收到一个符号以后译成具有最大后验概率的那个输入符号。

这种译码准则称为“最大后验概率准则”或“最小错误概率准则”。

根据贝叶斯定律，上式也可以写成
* *( | ) ( ) ( | ) ( )

( ) ( )

j j i i

j j

P b a P a P b a P a

P b P b


即：
* *( | ) ( ) ( | ) ( )j j i iP b a P a P b a P a
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 纠错编译码原理

（1）错误概率和译码规则

当信源等概分布时，上式为：

*( | ) ( | )j j iP b a P b a

这称为最大似然译码准则，方法是收到一个 后，在信道矩阵

的第 j 列，选择最大的值所对应的输入符号作为译码输出。

jb

可进一步写出平均错误概率：

*

,

*

, ,

( ) ( | ) {1 [ ( ) | ]} ( )

1 [ ( ) ] ( ) [ ( ) ]

( ) [ ] ( )

E j j j j j

Y Y

j j i j j j

Y X Y Y

i j j i j

X Y Y Y X a

P P b P e b P F b b P b

P F b b p a b P F b b

p a b P a b P a b
−

= = −

= − = −

= − =

 

  

  

* *( | ) ( ) ( | ) ( )j j i iP b a P a P b a P a
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 纠错编译码原理

（1）错误概率和译码规则

也可写成：
*,

( | ) ( )E j i i

Y X a

P P b a P a
−

= 

上式也可写成对行求和：

 
( )

( ) ( | ) ( )

( )

E i j i j

X Y

i

i e

X

P P a P b a F b a

P a P

= 

=

 



如果先验概率相等，则： ( )1 i

E e

X

P P
r

= 

*,

( )E i j

Y X a

P P a b
−

= 
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 纠错编译码原理

（1）错误概率和译码规则

例：信道矩阵P，输入等概率分布。

根据最大似然准则可选择译码函数为B：
1 1

2 3

3 2

( )

( )

( )

F b a

F b a

F b a

=


=
 =

*,

1 1
( | ) [(0.2 0.3) (0.3 0.3) (0.2 0.4)] 0.567

3 3
E j i

Y X a

P P b a
−

= = + + + + + =

若采用前边讲到的译码函数A，则平均错误率为：

*

'

,

1 1
( | ) [(0.3 0.2) (0.3 0.3) (0.2 0.5)] 0.6

3 3
E j i

Y X a

P P b a
−

= = + + + + + =

若输入不等概分布，其概率分布为： 1 2 3

1 1 1
( ) , ( ) , ( )

4 4 2
P a P a P a= = =

*

''

,

1 1 1
( ) ( | ) (0.3 0.2) (0.3 0.3) (0.2 0.5) 0.6

4 4 2
E i j i

Y X a

P P a P b a
−

=  = + + + + + =

0.5 0.3 0.2

0.2 0.3 0.5

0.3 0.3 0.4

P

 
 

=
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 纠错编译码原理

（1）错误概率和译码规则

若输入不等概分布，其概率分布为： 1 2 3

1 1 1
( ) , ( ) , ( )

4 4 2
P a P a P a= = =

0.5 0.3 0.2

0.2 0.3 0.5

0.3 0.3 0.4

P

 
 

=
 
  

若采用最小错误概率译码准则，则联合矩阵为：

0.125 0.075 0.05

( ) 0.05 0.075 0.125

0.15 0.15 0.2

i jP a b

 
   =   
  

所得译码函数为C：

1 3

2 3

3 3

( )

( )

( )

F b a

F b a

F b a

=


=
 =

平均错误率为：
*

''' ( ) ( / ) (0.125 0.05) (0.075 0.075) (0.05 0.125) 0.5E i j i

Y X a

P P a P b a
−

= = + + + + + =
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 纠错编译码原理

（1）错误概率和译码规则

平均错误概率 与译码规则有关，而译码规则又由信道特性决定。

于是，平均错误概率 与信道疑义度 是有一定关系的，满足

费诺不等式 ( | ) ( ) log( 1)E EH X Y H P P r+ −≤

( / )H X Y

EP

EP

接收到 Y 后关于 X 的平均不确定性分为两部分：①是否产生

错误的不确定性 ； ②输入符号发送而造成的最大不确定

性 。

( )EH P

EP

log( 1)EP r −

费诺不等式的曲线图
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 纠错编译码原理

（2）错误概率和编码方法

一般信道传输时都会产生错误，而选择译码准则并不会消除错误，

那么如何减少错误概率呢？下边讨论通过优选信道编码方法来降低错

误概率。

例：对于如下二元对称信道

20.01 10EP −= =

（输入等概率） 二元对称信道

 













=

99.001.0

01.099.0
P
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 纠错编译码原理

（2）错误概率和编码方法

如何提高信道传输的正确率呢？可以尝试用下面的方法

没有使用的码字

001

010

011

100

101

110

用作消息的码字

000

111

输出端接收序列

000

001

010

011

100

101

110

111

二元对称信道的
三次扩展信道

简单的重复编码
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 纠错编译码原理

（2）错误概率和编码方法
3 2 2 2 2 2 2 3

3 2 2 2 2 2 2 3

p p p p p pp p p pp pp p
P

p pp pp p p pp p p p p p

 
=  
 

根据最大似然译码准则，可得译码函数为：

F(000)=000      F(001)=000     F(010)=000   F(011)=111

F(100)=000      F(101)=111     F(110)=111   F(111)=111

3 *

4( ) ( / ) 3*10E i j i

Y C a

P P P   −

−

= =

此时，译码可以采用“选择多数译码”，即根据接收序列中0多还

是1多，0多就判作0，1多就判作1。错误概率降低了两个数量级，这种

编码可以纠正码字中的一位码元出错。若重复多次可进一步降低错误率。

信道矩阵
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 纠错编译码原理

（2）错误概率和编码方法

当n很大时，使 很小是可能的。但是又出现了一个新的问题，n

很大时，信息传输率会降低很多。 log M
R

n
=在上例中：M=2 

当n=1时 R=1 ；当n=3时 R=1/3；当n=5时 R=1/5......

3 3 2 2 3 2 4

3 3

3 2

3 3*10−

=

= + = +

EP

C p C pp p pp

错 个码元的概率＋错 个码元的概率

5105 −= EPn
71047 −= EPn

8109 −= EPn
1010511 −= EPn

EP

结论：利用简单重复编码来减少平均错误概率是以降低信息传

输率R作为代价的，即“牺牲有效性，换取可靠性”。
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若一离散平稳无记忆信道，其容量为C，输入序列长度为L，只

要待传送的信息率R<C ，总能找到一种编码。当L足够长时，译码

差错概率
ep

为任意正数。

反之，当R>C,  任何编码的 必大于0，或无法任意小。ep

◼ 信道编码定理

5.1 纠错编码的基本概念
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 码距与检错、纠错能力

如： 101111i = 111100j = 则

( , ) 3i jD   =

在某一码簿中，任意两个码字的汉明距离的最小值称为该码C的

最小距离。

min min{ ( , )}i j i jd D C C C C= 

我们来讨论前边的4种码的距离：

1

( , )
k k

n

i j i j

k

D a a b
=

= 

设 为两个长度为 n 的二元序列

（码字），则 和 之间的汉明距离定义为

1 2 1 2
( ), ( ) =   =   

n ni i i i i j j ja a a b b b

i i
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 码距与检错、纠错能力

码A 码B 码C 码D

码字 000

111

000

011

101

110

000

001

010

100

000   001

010   011

100   101

110   111

消息数M 2 4 4 8

最小距离 dmin 3 2 1 1

信息传输率 R 1/3 2/3 2/3 1

错误概率 43*10− 22*10− 22.28*10− 23*10−

很明显， 越大， 越小，在M相同的情况下也是一样。mind EP
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5.1 纠错编码的基本概念

◼ 码距与检错、纠错能力

定理：若纠错码的最小距离为dmin，

⑴可以检测出任意小于等于l = dmin－1个差错

⑵可以纠正任意小于等于 个差错







 −
=

2

1mind
t

⑶可以检测出任意小于等于l同时纠正小于等于t

个差错，

– 其中l、t满足： l + t ≤ dmin－1

t ＜l
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二元分组码信息位 校验位

信道编译码方法的最初范例

基本思路： 将码字分成两段

信息位：含有信源信息的比特位(红色部分)，长度用k表示。

校验位：按一定规则添加的码位。用于监督码组内部码元的关联

关系，可发现或纠正传输错误(蓝色部分)，亦称监督位。

码 字：信息位和校验位组成的相对独立码组(红色和蓝色整体)，
长度用n表示。

5.2 线性分组码

◼ 线性分组码的基本概念
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汉明重量(码重)=

1 0 1 1 0 1 0 1

汉明重量：码字中非零码元的个数，亦称码重。

汉明距离：两个码字相应码元取不同数值的码元数，也称码距。

汉明距离(码距)=

1 0 1 1 0 1 0 1

1 1 0 1 0 0 1 1

5.2 线性分组码

◼ 线性分组码的基本概念
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1

( , ) ,   
n

i i i i

i

d c c c c c c
=

  =   (5.2.1)

码的最小距离：任意两码字之间的最小汉明距离，简称最小码
距。

min
min ( , )

c c
d d c c


= (5.2.2)

(4,3)偶校验码的最小码距=

1 0 0 10 0 0 0

0 0 1 1

1 1 0 0

1 0 1 0

1 1 1 1

0 1 0 1

0 1 1 0

5.2 线性分组码

◼ 线性分组码的基本概念
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分组码：将信息序列以 k 为长度进行等长划分，然后按部门规则

添加一定数目冗余位的编码方法，冗余位亦称校验位。

线性分组码：信息位和校验位之间满足线性关系的分组码。

总结线性分组码的基本参数如下：

码 长： n

信息位长： k

码 字 数：M

监督位长：r

最小码距：dmin

编码效率：R = k / n

5.2 线性分组码

◼ 线性分组码的基本概念
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设m为k维信息矢量，c为n维码矢量，一般线性分组码可以 (n,k)

两个参数表示。线性分组码的编码规则很简单：

c mG= (5.2.3)

G
0,0 0, 1

1,0 1, 1

−

− − −

 
 =
 
 

n

k k n

g g

g g
(5.2.4)

5.2 线性分组码

◼ 线性分组码的编码
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3重复码是(3,1)线性分组码，生成矩阵为[111]，码字只
有

000 1 1 1

(4,3)偶校验码是一个(4,3)线性分组码，其生成矩阵

1 0 0 1
0 1 0 1 ,
0 0 1 1

 
=  
  

G

解：按照偶校验编码规则，并将m代入(5.2.3)得

c ( )0 1 2 3

1 0 0 1
(101) 0 1 0 1 (1010)

0 0 1 1
c c c c

 
= = = 

  
(5.2.5)

5.2 线性分组码

◼ 线性分组码的编码
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当G给定时，线性分组码有如下性质：

1

2 任意两码字的和或差仍是一个码字；

3

4 线性分组码的最小距离等于最小非零码字重量，即

min
min ( )


=

c
d w c (5.2.6)

线性性

对称性

最小码距 最小码重

5.2 线性分组码

◼ 线性分组码的编码
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0,0 0, 1

1,0 1, 1

,
n

n k n k n

h h

h h

−

− − − − −

 
 
 
 

使得

T
GH ( )

[0]
k n k −

= (5.2.8)

( )
[0]

 −
= = =T T

k n k
cH mGH m  (5.2.9)

θ为(n-k)维零向量。

5.2 线性分组码

◼ 线性分组码的译码
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如果生成矩阵G具有形式
( )

 
s k k n k

G G I Q
 −

 = =   (5.2.10)

( ) ( )
 T

s k n k n k
H H Q I

 − −
 = =   (5.2.11)

( )
[0]T

s s k n k
G H

 −
=

5.2 线性分组码

◼ 线性分组码的译码
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例
5.2.3

1 0 1 1 0
0 1 0 1 1
1 1 0 1 0

 
 
  

3 2 3 1 1 3 1 3
, ,R R R R R R R R    

s
G

1 0 0 0 1
0 1 0 1 1
0 0 1 1 1

 
=  
  

s
H

0 1 1 1 0
1 1 1 0 1
 =
  

5.2 线性分组码

◼ 线性分组码的译码
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表5.2.1 (5,3)线性分组码码例

消息m 000 001 010 011 100 101 110 111

G生成
码字

00000 11010 01011 10001 10110 01100 11101 00111

00000 00111 01011 01100 10001 10110 11010 11101

对偶码
码字

00000 11101 01110 10011

4

3 5.2 线性分组码

◼ 线性分组码的译码
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码字通过信道传输可能出错，若信道无记忆，接收向量可表示

成码矢量和差错的线性叠加。

r
0 1 1

( , , , )
−

=
n

r r r c
0 1 1

( , , , )
−

=
n

c c c

e
0 1 1

( , , , )
−

=
n

e e e s
0 1 1

( , , , )
− −

=
n k

s s s

r c e=  0 0 1 1 1 1
( , , , )

− −
=   

n n
c e c e c e

T T T
s rH cH eH= = 

接收向量：
错误图样：

码矢量：
伴随式：

(5.2.12)

(5.2.13)

s  s =若 ，则传输中一定有错误发生；若 ，传输中无差错或

错误图案恰好为一个码字。

5.2 线性分组码

◼ 线性分组码的译码



《信息论基础》 南京信息工程大学 电子与信息工程学院 吉小鹏 003163@nuist.edu.cn  

伴随式纠错译码步骤：

1 计算伴随式，构造伴随式-差错图案表(s,e) ；

2

3 查(s,e)表得e；

4 纠错:            。ĉ r e= 

5.2 线性分组码

◼ 线性分组码的译码

对接收向量计算伴随式 = T
s rH
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例
5.2.4

1 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 0 1

 
 
  

接收矢量r=(111001)，对其译码。

1 求系统校验矩阵。

s
H

1 0 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0
0 1 1 0 0 1

 
=  
  

2

差错图案e 000000 100000 010000 001000 000100 000010 000001

伴随式s 000 110 011 101 100 010 001

5.2 线性分组码

◼ 线性分组码的译码
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3

4 查(s,e)表可知，对应的差错图案e=(000001)。

5 纠错计算得码字估值

ˆ 111001 000001 111000c r e=  =  =

6 恢复原始消息。对于系统(6,3)码，前三位即发送消息，即

m=(111)，非系统码需要查消息-码字对照表恢复原始消息。

5.2 线性分组码

◼ 线性分组码的译码
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图5.2.2  最小码距与检错和纠错能力

1 可以检测出任意小于等于l=dmin-1个差错；

定理：若纠错码的最小距离为 ，如下任何一个结论独立成立。
mind

2 可以纠正任意小于等于 个差错；
min

1

2

d
t

− 
=  
 

3

5.2 线性分组码

◼ 线性分组码的译码
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多个校验位的汉明码

每个校验位是部分或全部信息位按模二和规则确定。汉明码满

足下列条件

码 长： n=2r-1

信息位长： k=n-r=2r-r-1

码 字 数：M=2k

监督位长：r=n-k

最小码距：dmin=3

纠错能力：t=1

5.2 线性分组码

◼ 典型码例
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二元(7,4)汉明码的系统码生成矩阵和校验矩阵分别为

=
s

G

1 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 1 1

 
 
 
  

s
H =

1 1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1

 
 
  

4 0 1 2

5 1 2 3

6 0 1 3

, 0,1,2,3
i i

c m i

c m m m

c m m m

c m m m

= =


=  


=  
 =  

等价编码方程 伴随式方程

0 0 1 2 4

1 1 2 3 5

2 0 1 3 6

s r r r r

s r r r r

s r r r r

=   


=   
 =   

(1101)u = =
s

c uG (1101001)=

5.2 线性分组码

◼ 典型码例
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若传输无差错：

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

T

1 0 1

1 1 1

1 1 0

= 1101001 = 00 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

cH

(1101)u =译码得：

5.2 线性分组码

◼ 典型码例
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c4 c6c5m3m2m1m0

c4 c6c5c3c2c1c0

1 C=(1100001)

2 计算(s,e)表

e s

0000000 000

1000000 101

0100000 111

0010000 110

0001000 011

0000100 100

0000010 010

0000001 001

表5.2.4 (s,e)表

3 计算伴随式s=(011)

4 查(s,e)表，得错误图案e=(0001000)

5 

恢复消息，m=(1101)6

5.2 线性分组码
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将例5.2.5中的(7,4)汉明码生成矩阵做如下初等变换

1 1 3 4 2 2 4
,   R R R R R R R    

得到一个新的生成矩阵

G =

1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 1 1

 
 
 
  

矩阵的每一行都是第1行循环右移的结果。

循环码也
可由多个
码字分别
循环构成

5.3 循环码

◼ 循环码的基本概念
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1 循环码的多项式描述

( )  
( ) ( )
( ) ( )

0 1 2 1

1

1 0 1 3 2

1 1 0 1 1

, , , , ,  0,1

, , , , ,

, , , , , , , ,   1,2, ,

− −

− − −

− − + − − −

 = 


=


= =

n n i

n n n

i

n i n i n n i

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a a i n

1

0 1 1( ) −

−= + + + n

na x a a x a x (5.3.1)

5.3 循环码

◼ 循环码的描述
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 0 ( ) max 0, 0,1, , 1ia x i a i n =  = −

0( )a x a=

( ) 0a x =

多项式加法 ( ) ( )a x g x

1

0 0 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) n

n na x g x a g a g x a g x −

− − =  +  + + 

多项式乘法 0( )a x a=

0 1( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 2

l

la x g x f x f f x f x

l f x a x g x n m

= = + + +

=  =  +  = + −

5.3 循环码
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0

,   0,1, , 1,  

,   1, 2

i

j i j

j
ni

j i j

j i m

a g i m m n

f

a g i m m n

−

=

−

= −


= − 

= 
 = + + −






( ) ( ) ( ) ( ),   0 ( ) ( )f x a x g x r x r x g x= +    

其中 称为 的因式， 称为 的倍式。如果 , 

两者关系可用下式表示

( )a x ( )a x( )f x ( )f x ( ) ( ) ( )f x a x g x

( ) ( )  (mod ( ))f x r x g x=

余 式 模多项式
多项式模运算使用长除法。

5.3 循环码
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( )  
( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2 1 0

1 1 2 2

2 3 1 0

1 2 1 1

1 2 1 0 1

0,1n n

n n i

n n

n n n

i n n i i i

n i n i n n i

a x a x a x a x a a

a x a x a x a x a x a

a x a x a x a x a x a x a

− −

− −

− −

− −

− − + −

− − − − − −

 = + + + + 


= + + + + +


= + + + + + + +

采用多项式 来一对一描述向量和其循环移位
(1) ( )( ), ( ), ( )ia x a x a x

(1) ( ), , ia a a

(5.3.2)

比较 和 可以发现( )a x ( ) ( )ia x
(1)

( )

( ) ( )  (mod( 1))

( ) ( )  (mod( 1))

n

i i n

a x xa x x

a x x a x x

= +

= +
(5.3.3)

码多项式(码式)

( )  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ,= =   = = 
i i

C c c b b C C x c x c x b x b x C x

5.3 循环码
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定理1 (n,k)循环码C(x)中存在一个非零的、首一的、最低次数为

r(r<n)的码式，满足：

1 g(x)是唯一的；

2

3 c(x)是码式当且仅当c(x)是g(x)的倍式；

4 r=n-k。

5.3 循环码

◼ 循环码的描述
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满足定理1的码式g(x)称为(n,k)循环码的生成多项式。

g(x) g(x)    g(x)是(n,k)循环码的生成多项式，当且仅当g(x)是 的

r=n-k次因式。

定理2 +1nx

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,C x c x c x a x g x a x k= =  

循环码由生成多项式g(x)的倍式组成。

5.3 循环码

◼ 循环码的描述
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7 1x + 的因式分解为

7 3 2 31 ( 1)( 1)( 1)x x x x x x+ = + + + + +

因此，码长n=7的循环码可以由上式任意因式生成。

1 (7,4)循环码A，生成多项式 ，码式
3 2( ) ( 1)g x x x= + +

3( ) ( 1)g x x x= + +2 (7,4)循环码B，生成多项式 ，码式

3
3( ) ( 1)( 1)g x x x x= + + +(7,3)循环码C，生成多项式 ，码式

2 3 3 2

0 1 2 3( ) ( )( 1)c x a a x a x a x x x= + + + + +

2 3 3

0 1 2 3( ) ( )( 1)c x a a x a x a x x x= + + + + +

2 3 4 2

0 1 2 3( ) ( )( 1)c x a a x a x a x x x x= + + + + + +

5.3 循环码
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2 循环码的矩阵描述

将码式g(x)的系数用n维向量表示，(n,k)循环码的生成矩阵为

0 1 2 1

0 1 2 1

0 1 2 1

0 0 0

0 0 0
  

0 0 0

−

− −

− 

 
 
 =
 
 
 

r r

r r r

r r k n

g g g g g

g g g g g
G

g g g g g

定义(n,k)循环码的一致校验多项式

1

0 1 1

1
( )

( )

n
k k

k k

x
h x h h x h x h x

g x

−

−

−
= = + + + +

6
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对应的(n,k)循环码一致校验矩阵为

1 0

1 0

1 0

, , , 0,  0, 0

0,   , , , 0, 0

0, 0, , ,

k k

k

k k r n

h h h

h h h
H

h h h

−

− 

 
 
 =
 
 
 

注意生成矩阵的行向量为g(x)系数的升幂排列时，对应的一致

校验矩阵h(x)系数为降幂排列；如果G为降幂排列，则H为升幂排列。
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例5.3.3

(7,4)循环码A， ，g(x)为升幂排列时的G和H

为

4 3 2( ) 1h x x x x= + + +

1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 1 1

 
 =
 
  

G H
1 1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0
0 0 1 1 1 0 1

 
=  
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循环码的系统码码式为

( ) ( ) ( ) ( )( )mod= r rc x x m x x m x g x

3 系统循环码

相应的循环码系统码的生成矩阵为

=
s

G

00 01 0, 1

10 11 1, 1

1,0 1,1 1, 1

1 0 0
0 1 0

0 0 1

r

r

k k k r

p p p
p p p

p p p

−

−

− − − −

 
 
 
 
 

(5.3.12)

(5.3.13)

码多项
式
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例5.3.4 (7,4)循环码
3( ) 1g x x x= + +

3 3

0

4 2 2 4

1

5 2 2 2 5

2

6 3 2 2 2 6

3

( ) (1 ),                          ( ) 1

( ) ( ),                      ( )

( 1) ( ) (1 ),       ( ) 1

( 1) ( ) (1 ),      ( ) 1

x g x x c x x x

x xg x x x c x x x x

x x g x x x c x x x x

x x x g x x c x x x

= + + = + +

= + + = + +

= + + + + = + + +

= + + + + = + +

2

3 2

( )
1 1 0 1 0 0 0

( )0 1 1 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0 ( 1) ( )
1 0 1 0 0 0 1

( 1) ( )

s

g x

xg x
G

x g x

x x g x

 
   
   =
   +
      + + 
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( ) ( )(mod ( )) ( ( ) ( ))(mod ( ))

( ( ) ( ) ( ))(mod ( )) ( )(mod ( ))

s x r x g x c x e x g x

a x g x e x g x e x g x

= = 

=  =

( ) ( ) ( )r x c x e x=  (5.3.14)

(5.3.16)

其中 ( ) ( ) ( ) 0  (mod ( ))c x a x g x g x= =

如果 ，一定有差错产生；如果 ，则无差错或者

有不可检差错。循环码在自动请求重传(ARQ)方式中得到广泛应用。

用于ARQ的循环码，生成多项式称为CRC多项式。

( ) 0s x  ( ) 0s x =

12 11 3 212( ) 1= + + + + +CRC x x x x x x

5.3 循环码
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5.3.4 BCH码与RS码

在一个有 个元素的有限域中如果选择本原元的某些连续幂次

的元素为g(x)的全部根，则由此得到的循环码称为二元本原BCH码。

2m

min 02 1,  ,  2 1mn r n k mt d d t= − = −   = + (5.3.1

7)

RS码是多元BCH码的一个子类，其码长n、符号长m、校验位长

r和纠错数t的关系为

(2 1)( ),   2 ( )mn m bit r n k m t bit=  − = − =  (5.3.1

9)

6

7


